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两种边界条件下水下悬浮隧道锚索涡激
振动的稳定性比较分析

刘　斌，刘祚秋，巫志文
（中山大学工学院，广东 广州 ５１０００６）

摘　要：为了分析两种边界条件下水下悬浮隧道锚索在均匀流作用下振动的稳定性问题，建立了锚索的振动方
程并用伽辽金法对其进行简化，采用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数法判断了锚索涡激振动的稳定性，同时分析比较了阻尼比、
弯曲刚度、锚索跨度、均匀流速和涡激频率对不同边界条件下锚索振动稳定性的影响。研究结果表明：随着均

匀流速的增加，两种边界条件下的锚索都逐渐从稳定的状态转变为不稳定状态；锚索振动系统的弯曲刚度、阻

尼比越大，锚索越容易趋于稳定状态；两种边界条件下的涡激频率与锚索一阶固有频率接近时，会发生涡激共

振现象，锚索最容易失稳；随着均匀流速的增加，两种边界条件下锚索的不稳定区域都逐渐增大，但相比铰支

边界而言，组合滑动边界条件下锚索的不稳定区域更大一些。
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　　悬浮隧道，由于其设计原理基于阿基米德浮力
理论，故又被称作阿基米德桥。与陆地结构物所处

环境相比，悬浮隧道除了承受自重以外，还要受到

水流、波浪、等各种复杂环境荷载的作用，而悬浮
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隧道的稳定又主要依靠锚索的拉力来维持，所以研

究锚索在不同环境荷载作用下的稳定性就成为了研

究悬浮隧道的焦点［１］。

目前有关悬浮隧道的研究主要集中在隧道结构

的振动分析、不同激励作用下锚索的振动响应以及

流固耦合对悬浮隧道的影响等方面。李剑等［２］进

行了悬浮隧道锚索的涡激锁定流速研究；麦继婷

等［３］对水流作用下悬浮隧道张力腿的横向涡激振

动做了初步探讨，得出了位移响应、动弯矩、动剪

力与参数激励频率的关系；葛斐等［４］推到了锚索

在强迫激励和参数激励作用下的动力方程，分析了

在波浪作用下外激励频率对锚索顺流向涡激振动的

影响；陈健云等［５］在考虑锚索垂度效应的基础上，

建立了锚索－管体耦合非线性模型，对锚索在涡激
振动和参数振动下的横向振动特性进行了研究；孙

胜男等［６］建立了两种不同的锚索 －隧道体耦合非
线性参数振动模型，并用龙格－库塔积分法对其进
行了数值求解。

悬浮隧道作为水下交通结构，一直处于波流作

用下的自然环境当中，所以波流荷载是悬浮隧道所

受到的最主要的环境荷载。在波流荷载作用下，当

涡激频率和锚索的固有频率接近时，将产生涡激共

振现象，锚索会产生大幅度的振动［７］。这种大幅

度的振动有可能使锚索失去稳定，从而对悬浮隧道

的安全和稳定产生很大的影响。悬浮隧道的稳定问

题一直是可行性研究的重点，因为悬浮隧道竖向的

稳定主要是靠自身的重力和锚索的拉力来平衡其浮

力；而其水平方向的平衡则主要是靠斜拉锚索的拉

力来平衡其所受到的波浪力和水流力，因此，锚索

的稳定问题也就显得越来越重要了［８］，因此很多

学者对悬浮隧道的稳定性进行了研究。苏志彬

等［９］建立了锚索的参数振动方程，采用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
指数法判断了锚索在轴向激励作用下振动的稳定

性；秦银刚等［１０］采用 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ方法研究了悬浮隧
道涡激振动时混沌出现的判据；苏志彬等［１１］建立

了锚索在参数激励和涡街激励共同作用下的振动方

程，分析了锚索动静张力比的大小和锚索参数激励

频率对锚索振动稳定性的影响。

为研究悬浮隧道锚索在涡激振动下的稳定性问

题，本文将悬浮隧道锚索简化为受张拉力的梁，建

立了在均匀流作用时不同边界条件下悬浮隧道锚索

的非线性振动方程，采用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数意义下的
稳定性分析方法，求解出系统的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指
数，对两种边界条件下锚索的涡激振动稳定性进行

了比较分析，以期为工程设计提供有益的参考。

１　锚索振动方程的建立
将悬浮隧道锚索简化为受张拉力的梁，为简化

其模型，对图 １所示悬浮隧道的振动，引入以下
假设［１２］：

１）忽略波浪的影响，只考虑流的作用，且流
为均匀定常流；

２）由于锚索拉力远大于锚索自重，因此忽略
锚索拉力沿索长的变化；

３）不考虑锚索与管道锚固点振动引起的参激
振动。

图１　锚索振动模型
Ｆｉｇ１　Ｖｉｂｒａｔｉｏｎｍｏｄｅｌｏｆｔｅｔｈｅｒ

锚索模型系统的坐标系如图１所示坐标原点设
在海底端，沿锚索方向为ｚ轴，指向水面为正，ｘ，ｙ
轴分别为锚索两个侧向振动方向。

悬浮隧道锚索一般较长，本文将锚索海底端边

界视为铰接，对于锚索与隧道连接端，其边界条件

由隧道管体自身的刚度所决定，处于铰支座与组合

滑动支座之间。组合滑动支座模型在锚索与隧道连

接端不限制锚索上端的水平移动和垂直运动，而只

限制其转动，这样的力学模型更符合悬浮隧道锚索

实际的受力特点。两种边界条件如图 ２所示。

图２　两种边界示意图
Ｆｉｇ２　Ｔｗｏｂｏｕｎｄａｒｉｅｓｄｉａｇｒａｍ
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由梁的弯曲振动方程最终可以得到锚索的振动方程

为［１３］
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其中：ＥＩ为锚索的弯曲刚度；ＣＳ为锚索的粘性阻尼
系数；ｍ为锚索单位长度的质量；Ｆｘ（ｚ，ｔ）为单位长
锚索所受到的水的作用力；Ｔ０等于锚索张拉力。

由Ｍｏｒｉｓｏｎ公式，锚索横向振动引起的水体对
其的单位长度上的总作用力可以表示为附加惯性力

和流体阻尼力之和，对于有流作用 （均匀流）的

涡激振动，Ｆｘ（ｚ，ｔ）除了包含附加惯性力和流体阻
尼力，还应包括由于涡激作用产生的升力，均匀流

作用时，水体对锚索的作用由 （４）式给出［１２］

Ｆｘ（ｚ，ｔ）＝
１
２ρｗＣＬＤ（Ｖｃｓｉｎα）

２ｃｏｓωｓｔ－

πＤ２
４ρｗＣｍｘ

　̈－１２ρｗＤＣＤ
ｘｘ （４）

式中：ρｗ为水的密度；Ｄ为锚索外直径；ωｓ为涡激
频率；Ｖｃ为均匀流速，取Ｖｃ＝１０ｍ／ｓ；ＣＬ为升力
系数，取ＣＬ ＝０６；ＣＤ为拖拽力系数，取ＣＤ ＝１；
Ｃｍ为附加质量系数，Ｃｍ ＝２。

当锚索为铰支边界时，采用分离变量法，则振

动位移可写为［１４］

ｘ（ｚ，ｔ）＝∑
Ｎ
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当锚索为组合滑动边界时，同理可得振动位移为

ｘ（ｚ，ｔ）＝∑
Ｎ

ｎ＝１
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（ｎ－１２）πｚ

Ｌ （６）

用伽辽金法化简式 （３），即将 （３）式两端各项乘

以φ（ｘ）＝ｓｉｎｎπｚＬ，并沿梁长度方向积分，可得锚

索在铰支边界条件下的振动微分方程：
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同理，将（３）式两端各项乘以 φ（ｘ）＝ｓｉｎ
（ｎ－１２）πｚ

Ｌ ，

并沿梁长度方向积分，可得锚索在组合滑动边界条

件下的振动微分方程：
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Ｌ

４

＋
Ｔ０
ｍ
（ｎ－１２）π







Ｌ

[ ]
２

ｘｎ（ｔ）－

ρｗＣＬＤ（Ｖｃｓｉｎα）
２

（ｎ－１２）πｍ
ｃｏｓωｓｔ＝０ （８）

本文取第一阶振动模态化简式 （７）、 （８）［１０］，整
理得：

ｘ̈＋２ω１ξＳｘ＋
ρｗＣＤＤ
ｍＬ∫

Ｌ

０
ｘｘｓｉｎπ

ｚ
Ｌｄｚ＋

ω２１ｘ－
２ρｗＣＬＤ（Ｖｃｓｉｎα）

２

πｍ
ｃｏｓωｓｔ＝０ （９）

ｘ̈＋２ω２ξＳｘ＋
ρｗＣＤＤ
ｍＬ∫

Ｌ

０
ｘｘｓｉｎπ

ｚ
２Ｌｄｚ＋

ω２２ｘ－
２ρｗＣＬＤ（Ｖｃｓｉｎα）

２

πｍ
ｃｏｓωｓｔ＝０ （１０）

其中：ｍ＝ｍ＋πＤ
４

４ρｗＣｍ为单位长度锚索质量和水

体附加质量之和；ＣＳ＝２ｍω１ξＳ或ＣＳ＝２ｍω２ξＳ，ξＳ

为锚索的阻尼比；ω２１ ＝
Ｔ０
ｍ
π( )Ｌ

２
＋ＥＩπ

４

ｍＬ４
，ω１为铰支

边界下锚索的一阶固有频率；ω２２ ＝
Ｔ０
ｍ
π
２( )Ｌ

２
＋

ＥＩ
ｍ
π
２( )Ｌ

４
，ω２为组合滑动边界下锚索的一阶固有频率。

２　锚索的稳定性分析与结果
本文采用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数法对两种边界条件下

悬浮隧道锚索的涡激振动进行稳定性比较分析，对

一个微小的摄动，若摄动运动与无摄动运动非常接

近，那么运动则是稳定的；否则运动就是不稳定

的，即使是微小的摄动也会引起运动非常明显的变

化。Ｌｙａｐｏｎｏｖ指数 Ｉ是相空间相邻轨迹的平均发散
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性或平均收敛性的一种度量，它反映了系统的稳定

情况，其表达式如式 （１０）所示

Ｉｋ ＝ｌｉｍｔ→∞
１
ｔｌｎ

φｋ（ｔ）
φｋ（ｔ０）

，ｋ＝１，２，··· （１０）

式中，φｋ（ｔ０）为相空间ｋ方向上的初始摄动量，所
求的 Ｌｙａｐｏｎｏｖ指数由大到小依次递减，由最大的
Ｌｙａｐｏｎｏｖ指数 Ｉ来判别系统的稳定性，当Ｉ＜０时
系统处于稳定状态，当Ｉ＝０时系统处于临界状态，
当Ｉ＞０时系统处于不稳定状态［１５］。

目前全球第一座悬浮隧道尚未面世，而我国浙

江的千岛湖悬浮隧道试验段很有可能成为世界第一

座悬浮隧道，所以本研究锚索基本参数的选取参考

了拟建的千岛湖悬浮隧道的设计参数，具体取值如

表１所示［１６］。

表１　基本参数
Ｔａｂｌｅ１　Ｂａｓｉｃｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

参数 取值

长度／ｍ ２０８

直径／ｍ ００６

单位长度质量／（ｋｇ·ｍ－１） ２２１

密度／（ｋｇ·ｍ－３） ７８５０

弹性模量／Ｐａ ２１×１０１１

倾角／（ｏ） ６０

阻尼比 ００１

初始扰动／ｍ ００００１

初张力／Ｎ １０４５０

本文采用 ＭＡＴＬＡＢ软件编制程序求解 Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ指数，其求解迭代图形如图 ３所示，图 ３曲
线包括瞬态振动和稳态振动，前 ２００００步为瞬态
振动，本文在分析时未予考虑。

图３　Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数求解图
Ｆｉｇ３　Ｌｙａｐｕｎｏｖｅｘｐｏｎｅｎｔｓｏｌｖｉｎｇｇｒａｐｈ

２１　阻尼对锚索振动稳定性的影响
取涡激频率接近锚索一阶固有频率时，均匀流

速为１ｍ／ｓ时，阻尼对锚索振动稳定性的影响如图
４所示。从图 ４可见，随着锚索阻尼比的增大，锚
索逐渐从不稳定的状态转变为稳定状态，相比组合

滑动边界下的锚索而言，加大阻尼比能使铰支边界

下的锚索更快地进入稳定状态。

图 ４　 阻尼比与锚索稳定性的关系
Ｆｉｇ４　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｄａｍｐｉｎｇｒａｔｉｏａｎｄｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｔｅｔｈｅｒ

２２　均匀流速对锚索振动稳定性的影响
取涡激频率接近锚索一阶固有频率时，均匀流

速对锚索振动稳定性的影响如图 ５所示。从图 ５
可见，随着均匀流速的增加，两种边界条件下的

Ｌｙａｐｏｎｏｖ指数 Ｉ　都呈增大趋势，即锚索逐渐从稳
定的状态转变为不稳定状态，但组合滑动边界条件

下锚索的不稳定性变化速率比铰支边界条件下更大

一些，表明在相同均匀流速下，组合滑动边界条件

下的锚索更容易失稳。故在进行悬浮隧道选址时，

应尽量考虑流速较小的地方作为悬浮隧道修建地址。

图 ５　均匀流速与锚索稳定性的关系
Ｆｉｇ５　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｃｕｒｒｅｎｔｖｅｌｏｃｉｔｙａｎｄ

ｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｔｅｔｈｅｒ
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２３　弯曲刚度对锚索振动稳定性的影响
取涡激频率接近锚索一阶固有频率，均匀流速

为１ｍ／ｓ时，弯曲刚度对锚索振动稳定性的影响如
图 ６所示。从图 ６可见，在其他因素不变的前提
下，增加锚索的弯曲刚度，两种边界条件下锚索的

稳定性均会有所提高，但与铰支边界相比，在计算

范围前期内组合滑动边界条件下锚索的稳定性增加

得更快一些。随着锚索弯曲刚度的逐渐变大，铰支

边界条件下的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数值降低的速度趋于平
缓，而组合边界边界条件下的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数值仍
然有不断降低的趋势。为保证锚索的稳定性，可通

过增加锚索的弹性模量或者是锚索的截面惯性矩来

增大锚索的弯曲刚度，但应该注意到增加锚索的弹

性模量或者加大截面惯性矩，会增加锚索的选材难

度同时也会使工程造价提高很多，无疑会使结构的

经济性降低，所以应该综合考虑经济性和安全性来

设计锚索的弯曲刚度。

图６　弯曲刚度与锚索稳定性的关系
Ｆｉｇ６　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｂｅｎｄｉｎｇｓｔｉｆｆｎｅｓｓ

ａｎｄｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｔｅｔｈｅｒ

２４　锚索跨度对锚索振动稳定性的影响
取涡激频率接近锚索一阶固有频率，均匀流速

为１ｍ／ｓ时，锚索跨度对锚索振动稳定性的影响如
图 ７所示。从图 ７可见，在其他因素不变的前提
下，增加悬浮隧道锚索的长度相当于是降低了锚索

的弯曲刚度，与铰支边界下的锚索相比，组合滑动

边界条件下的锚索随着锚索跨度的增加更容易失去

稳定。增加悬浮隧道锚索的长度同时也会使锚索的

固有频率降低，即在均匀流作用下，涡激频率更容

易接近锚索的固有频率，从而锚索更容易发生涡激

共振现象，这对悬浮隧道的安全性将产生不利的影

响。

图７　锚索跨度与锚索稳定性的关系
Ｆｉｇ７　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｓｐａｎａｎｄｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｔｅｔｈｅｒ

２５　涡激频率对锚索振动稳定性的影响
取均匀流速为１０～２０ｍ／ｓ，频率比 （ωｓ／ω１

或ωｓ／ω２）范围为０８～１２时，涡激频率对锚索
振动稳定性的影响如图 ８所示。从图 ８可见，在
铰支边界条件下，当均匀流速低于１０ｍ／ｓ时，所
有 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数 Ｉ均小于 ０，这表明锚索系统总
是稳定的，而与涡激频率大小无关。在组合滑动边

界条件下，当流速增至２０ｍ／ｓ，涡激频率在０８
～１２ω２范围内时，Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数 Ｉ均大于０。由
此可见：取涡激频率接近锚索一阶固有频率时，锚

索最容易发生失稳现象，涡激振动下锚索是否会失

稳不仅取决于均匀流速的大小，而且还取决于涡激

频率和锚索固有频率之间的关系。

图８　不同均匀流速和涡激频率下的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数
Ｆｉｇ８　ＣｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇＬｙａｐｏｎｏｖｅｘｐｏｎｅｎｔｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｕｒｒｅｎｔ

ｖｅｌｏｃｉｔｙａｎｄｖｏｒｔｅｘｉｎｄｕｃｅｄｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

本文用折线将不同均匀流速和涡激频率作用下

锚索系统的临界点连接起来构成系统的稳定区与不

稳定区，其区域图形如图 ９所示。从图 ９可见，
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随着均匀流速的增加，两种边界条件下的锚索涡激

振动不稳定区域都逐渐增大，但相比铰支边界下的

锚索而言，组合滑动边界条件下锚索的不稳定区域

范围更大一些。根据锚索的实际受力情况，其上端

力学模型应该介于铰支和组合滑动支座之间，故建

议在实际工程设计中可参考组合滑动边界条件下的

受力情况来进行设计，以确保悬浮隧道的安全性。

图９　两种边界条件下的稳定区和不稳定区
Ｆｉｇ９　Ｓｔａｂｌｅｒｅｇｉｏｎａｎｄｕｎｓｔａｂｌｅｒｅｇｉｏｎｕｎｄｅｒｔｗｏ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

３　结　论
本文考虑了 ２类不同的边界条件，建立了锚

索的涡激非线性振动方程，以千岛湖隧道为例，对

两种边界条件下悬浮隧道锚索在均匀流作用时的振

动稳定性进行了分析比较，得出了如下结论：

１）两种边界条件下锚索振动系统的阻尼比越
大，锚索就越容易趋于稳定状态，相比组合滑动边

界下的锚索而言，加大阻尼比能使铰支边界下的锚

索更快地进入稳定状态。

２）均匀流作用时两种边界条件下的悬浮隧道
锚索是否会失稳不仅取决于均匀流速和涡激频率，

而且还与锚索的弯曲刚度、锚索跨度等因素有关。

３）两种边界条件下锚索涡激振动失稳的范围
取决于均匀流速的大小和涡激频率与锚索固有频率

之间的关系；当涡激频率与锚索一阶固有频率接近

时，锚索最容易发生失稳。

４）随着均匀流速的增大，组合滑动边界条件
下锚索的不稳定性变化速率比铰支边界条件下更大

一些，表明在相同均匀流速下，组合滑动边界条件

下的锚索更容易失稳。

５）随着均匀流速的增加，两种边界条件下的

锚索涡激振动不稳定区域都逐渐增大，相比铰支边

界下的锚索而言，组合滑动边界条件下锚索的不稳

定区域范围更大一些。故建议在实际工程设计中可

参考组合滑动边界条件下锚索的受力情况来进行设

计，以确保悬浮隧道的安全性。
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